Recueil de solutions

Semaine 6

Solution :

Probleme 1 du concours de sélection de I’équipe d’Italie, paru dans
Crux Mathematicorum ici : [2002 :356]. Nous présentons la solution
d’Edward T. H. Wang, parue dans [2004 :491], sous une forme légérement
modifiée.

Supposons, par ’absurde, qu’il existe un nombre premier p, un entier n > 2 et
un entier z tels que

" =2 43P,
Remarquons d’abord que p # 2, car sinon nous aurions
x" =13,

ce qui n"admet aucune solution entiere = lorsque n > 2.
Par conséquent, p = 2m + 1 est un entier impair.
Alors

g = 22l 4 32mAl — (9 4 3)(22™ — 2213 4 22232 4 4 37,

Cela montre que 5 divise x™. Puisque 5 est premier, 5 divise . Ainsi, x = 5y pour
un certain entier y.
Il s’ensuit que

5n—1yn — 22m . 22m—1 .34+ 22m—2 . 32 4 32m )
Puisque n > 2, il s’ensuit que
22m —22m—l. 34 22mT2 32 4 3P

est divisible par 5. Ainsi, 5 divise
2m

22— 2Pl (5-2) 4222 (5 -2+ ...+ (52" =) (~1)/2°"T . (5-2)
=0

Un calcul simple montre que, pour tout 0 < j < 2m, nous avons
(=1)72*™=J7 . (5 — 2)7 = un multiple de 5 + 22 .
Par conséquent,
22m _ 92m=1.(5 —2) 4+ 22""2.(5 — 2)2 + ... + (5 — 2)*™ = un multiple de 5 + (2m
Puisque cette expression est divisible par 9, il s’ensuit que
22 (2m + 1) = 2°™p

est divisible par 5, et donc que p = 5.

POTW 2026 - édition francaise



Recueil de solutions

Semaine 6 - suite

Cela implique que
a" =2°+43° =275 =5% 11,
ce qui contredit le fait que x et n sont des entiers et que n > 2.
Nous avons donc obtenu une contradiction, et notre hypothese selon laquelle
I’équation admet une solution entiere x est fausse.
Cela acheve la démonstration.
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