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5. Semaine 5

Problème

Étant donné un nombre réel x, bxc désigne la partie entière de x, c’est-à-dire

l’unique entier m satisfaisant

m ≤ x < m + 1 .

Considérons les termes de la suite finie

xn =

⌊
n2

1998

⌋
1 ≤ n ≤ 1997 .

Combien de valeurs distinctes cette suite prend-elle ?

Solution :

Problème 1 de la 15e Olympiade mathématique des Balkans de 1998,

paru dans Crux Mathematicorum ici : [2001 :357]. Nous présentons la

solution de Mohammed Aassila, parue dans [2003 :499–500].

Nous observons d’abord que

(n + 1)2

1998
− n2

1998
=

2n + 1

1998

{
< 1, si n ≤ 998,

> 1, si n ≥ 999.

Cela implique que, pour tout 1 ≤ n ≤ 998, nous avons

xn+1 =

⌊
(n + 1)2

1998

⌋
≤ (n + 1)2

1998
<

n2

1998
+ 1 ≤

(⌊
n2

1998

⌋
+ 1

)
+ 1 = xn + 2 .

Par conséquent, lorsque 1 ≤ n ≤ 998, nous avons xn+1−xn < 2. Puisque xn+1−xn

est un entier, nous obtenons xn+1 − xn ≤ 1, et donc

xn ≤ xn+1 ≤ xn + 1 ∀ 1 ≤ n ≤ 998 .

Cela signifie que, dans cet intervalle, la suite xn ne � saute � aucune valeur entière.

Puisque

x1 =

⌊
1

1998

⌋
= 0,

x999 =

⌊
9992

1998

⌋
=

⌊
999

2

⌋
= 499 ,

la suite xn doit prendre toutes les valeurs entières de 0 à 499, inclusivement, lorsque

1 ≤ n ≤ 999.

Ensuite, pour tout n ≥ 999, nous avons

(n + 1)2

1998
− n2

1998
> 1.

Par conséquent,

xn =

⌊
n2

1998

⌋
≤ n2

1998
<

(n + 1)2

1998
− 1 <

(⌊
(n + 1)2

1998

⌋
+ 1

)
− 1 = xn+1 .

Il s’ensuit que, pour 999 < n ≤ 1997, les valeurs de xn sont toutes distinctes.
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Ainsi, au total, la suite xn prend

500 + 998 = 1498

valeurs distinctes.



